Asymptotische oplossing van een singulier storingsprobleem voor een kwartvlak by Temme, N.M. (Nico)
--
112 
~6. Asymptotische oplossing van een sirigulier storingsprobleem voor 
een kwartvlak. 
In dit hoofdstuk zijn tot nu toe partiele differentiaalvergelijkingen 
beschouwd van het type 
(9.91) Le:l\=1 = h(x,y), 
waarbij bet definitiegebied G eindig verondersteld is en de kara.kteris-
tieken van de gereduceerde vergelijking 
niet samenvallen met gedeelten van de rand van G. In het nu volgende 
onderzoeken wij een probleem waarbij dit juist wel het geval is. Wij 
zullen een konkreet geval behandelen, waarin (9,91) en G zodanig ge-
kozen zijn dat de oplossing als integraal gegeven kan worden, waarna 
wij bepaalde methoden uit de asymptotiek te hulp roepen om het gedrag 
van de oplossing I!> (x,y) te bepalen voor e: ~ O. Er zal vooral aandacht e: • 
besteed worden aan het gedrag in de grenslaag, waarbij onze aanpa.k in 
vele aspekten verschilt met die van Grasman [4] , die di t probleem 
eerder behandelde, en met die van Eckhaus en de Jager [31. 
Wij beschouwen het volgende randwaardeprobleem 
(9.92) { 
e: b. l!>e:(x,y) 
~ (x,O) = O, 
e: 
- ~I!> (x,y) = O, x > O, y > O, 
oy e: 
I!> (O,y) = cp(y), e: 
waarin cp(y) aan zekere voorwaarden voldoet, die later duidelijk zullen 
worden. Zoals in [3] is aangetoond zal bij x ~ O, y > o de grenslaag 
ontstaan i;is e: ~ O, een parabolische grenslaag. Aan de hand van de keuze 




(9 .93) (r(sine-1)) exp 2£ 
waarin r en 6 de poolkoordinaten zijn (x = rcos6, y = rsine). Het argu-
ment van de exponentiele functie is negatief voor 0 < 6 < ~ , zodat 
voor deze 6-waarden 
als £ + O, voor elke positieve N. Deze schatting is echter niet uniform 
in 6, want voor die waarden van 6 en r waarvoor 
r(1-sin6) 
2£ :: 0(1), 
a.ls £ + O, is de invloed van de exponenti"ele functie in (9.93) verdwenen. 
De verzameling in het x-y-vlak waarvoor geldt 
is de parabool 
r(1-sin6) = 
2£ c 
buiten deze parabool begint de e-macht pas aan invloed te w1nnen. De 
oplossing van (9.92) met algemenere randfunctie 4>(y) zal dit verschijnsel 
ook vertonen, er ontstaat eveneens een parabolische grenslaag. 
Wij zullen nu de oplossing van (9,92) geven. Aangezien de beschouwde 
vergelijking konsta.nte coefficienten heeft kunnen we door middel van de 
substi tutie 
(9.94) V(x,y) = e -wy <l> (x,y) 
£ 
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met w = t;. de eerste orde afgeleide laten verdwijnen (zie hoofdstuk 1 
van [1]). 
De funk.tie V(x,y) moet dan voldoen aan 
(9.95) 
6 V(x,y) - w2 V(x,y) = O, x > O, y > O, 
V(x,O) = O, V(O,y) = e-wy ~{y), 
1 
w =&· 
Laten wij proberen de variabelen te separeren, zodat wij veronderstellen 
dat 
V(x,y) = f(x)" g{y). 




d g(~) + A2 g(y) = o, dus g(y) =exp(.:!:, iAy), 
dy 
waarin A de separatie variabele is. Voor g(y) kiezen wij sin AY aange-
zien voor y = 0 dan aan de randwaarde voor V(x,y) is voldaan en voor 
f(x) de exponentiele functie met het negatieve argument om het gedrag 
voor x ~~in de hand te houden. Superpositie van deze fen g t.o.v. 
de para.meter A levert 
00 
V(x,y) = J sinAy exp(-x VA2 + w2 ) c(A) dA, 
0 
waarin de willekeurige functie c (A) nader bepaald wordt ui t de rand-
waarde voor x = 0, namelijk 
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zodat 
c(;i..) = ~ J e-wy ~(y) sin)..y dy 
0 
= 




~(s) = J e -st ~ ( t) dt • 
0 
Aangezien c(;i..) oneven is in A kunnen wij v ook schrijven als 
-"" 
en als wij nu A = w sht stellen en overgaan op poolcoordinaten 
(x = rcos6, y = rsine) dan levert dit 
QO 
V(x,y) w J 
-wrch ( t-i e) c(wsht) cht dt. 
= 2i e 
-oo 
Door nu nog t te vervangen door t + ie krijgen wij, indien de verschui-
ving van de nieuwe integratieweg naar de reele as is toegestaan, 
tenslotte 
00 
(9.96) V(x,y) - ~ J e-wrcht ch(t + i8) {~(w(l + ish(t+ie))) 
- 211 
- ~(w(1 - i sh(t+ie)))}dt. 
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De opgave die wij ons stellen is het asymptotisch ged.rag van de functie 
V(x,y) te bepalen voor w + 00 , speciaal in de buurt van de lijn 
8 = 2!. (de grenslaag). Wij zullen dit probleem in d.rie fasen proberen 2 
op te lossen, allereerst voor de randfunctie $(y) = 1, om enig inzicht 
v-1 te verwerven voor het moeilijker geval, daarna voor $(y) = y met 
Re v > O om tenslotte met de gevonden resultaten het probleem voor een 
algemenere randfunctie ~(y) te behandelen. 
Speciaal geval p(y) = 1 
De oplossing van (9.92) kan met (9.96) als uitgangspunt na enige alge-
braische manipulaties voor het geval ~(y) = 1 worden geschreven als 
00 
e -wrcht dt 
(9.97) V(x,y) = si~2e [ 
eh 2t + cos 28 
De standaardmethode om een integraal van di t type voor grote w te ont-
wikkelen is de zadelpuntsmethode. Men bepaalt de zadelpunten van de 
funk.tie in de exponent, gaat dan na of de integratieweg vervangen kan 
worden door een weg door het zadelpunt die optimale informatie kan ver-
schaffen over de waarde van de integraal en men voert enkele substi tuties 
uit om die informatie te verkrijgen. Bij (9,97) zijn de zadelpunten 
t = O, .!:. ikrr, k = 1,2,3, .•. waarvan alleen t = 0 bruikbaar blijkt te zijn 
en de meest geschikte integratieweg voor dit zadelpunt is de reele 








1 t-~ e-2wrt f(t)dt, 
f(t) = 1 






De asympto-cische ontwikkeling van deze integraal kan men nu verkrijgen 
door f(t) in machten van t te ontwikkelen en de reeks dan in (9.98) te 
substitueren. Dit is echter alleen mogelijk als 8 + ~ aangezien f(t) 




zijn voor e = ~ niet gedefinieerd en voor 0 2_ e < ~ niet begrensd, zodat 
de substitutie van de reeks in (9.98) ons niet voor alle waarden van e 
die ons probleem bepalen een bruikbare asymptotische ontwikkeling verschafi. 
Dit is niet zo vreemd want wij weten dat V(x,y) zich juist bij de grensla.ag 
(e ~ ~) grillig gedraagt. De pool in t = t 0 veroorzaakt de moeilijk.heden, 
de andere (voor t = t 1) blijfi daarvoor ver genoeg van de oorsprong weg. 
Als wij b_ 1 het residu van f(t) voor de pool in t = t 0 noemen dan kunnen 






+ g( t ), 
t - t 0 
Vi b -1 = --~=====­
sine Y, + sine 
00 
g(t) = I 
k=O 
de reeks convergeert voor It I < It 1 I en de coefficienten bn zijn begrensd 
voor O < e 2- ~· Substitutie van (9.99) in (9.98) levert dan 
00 
sin 2e J 
, 
-2wrt ___§__ 
V(x,y) -wr t-2 = b 411 e e t - t 0 -1 
0 
00 
sin 2e I , -2wrt -wr t-2 g(t)dt + 41l e e 
0 
, , 8 
Substitutie van (9,94) geeft voor ~ (x,y) tenslotte de asymptotische ont-
e: 
vikkeling 
( 9. 100) ~ (x,y) "'erfcVwr(1-sin0) + sin420 e-wr(1-sin0) I b r(n+;), 
e: rr n=O n (2wr)n+l! 
voor wr -+ 00 , uniform in 0 ~ 9 _ 11 /2. 
Het asymptotisch gedrag van ~ (x,y) wordt voor 6 + 11/2 dus volledig be-
e: 
paald door de errorfunktie, aangezien de tweede term rechts in (9.100) 
va.nvege de factor sin20 verdwijnt als e + 11 /2. De errorfunktie is de 
grenslaagfunktie; in de omgeving van de rand x = 0 (a = ~) speelt deze 
term een belangrijke rol, daarbuiten is de term asymptotisch te verwaar-
lozen t.o.v. de andere term.en van de reeks. 
De methode de pool af te splitsen als het zadelpunt en de pool dicht bij 
elkaar liggen ontlenen we aan van der Waerden [10]. 
Opmerking 9,7. De a.symptotische ontwikkeling (9,100) geldt voor wr + '"" 
dus niet voor bet gebied in het x-y vla.k waarvoor r = O(e:); voor deze 
omgeving kan echter een andere methode gevolgd worden. 
v-1 Het geval p(y) = y 
Als 2v - 1 een natuurlijk getal is ka.n de vorige methode toegepast warden. 
Er ontstaat dan een analoge representatie als (9.98) voor V(x,y), maar nu 
hee~ f(t) een pool van de orde 2v - 1 die als a + 2!. de oorsprong nadert. 
2 
Afsplitsing is mogelijk in de vorm 
(9.101) 
2v-1 
r<t> = I 
n=1 
b 
-n + g(t) 
en de eindige reeks geeft na substitutie in de integraal 2v-1 termen, 
die ui tgedrukt kunnen warden in Whi tta.ker functies ( zie [7] ) • 
119 
Voor 6 ~ 2!. zijn echter alle termen singulier, terwijl de som daarvan 2 
eindig is en de randfunktie oplevert. Bovendien zijn de coefficienten 
b_n in het algemeen niet in konkrete vorm te geven. Door deze twee as-
pekten is het probleem niet erg overzichtelijk meer en toepassing van 
de resultaten op een algemenere randfunktie ~(y) is niet meer te reali-
seren. We zullen daarom een andere, hoewel analoge, methode volgen, waar-
bij slechts verondersteld wordt dat Re v > O. 
Uitgangspunt is ook nu weer representatie (9.96). 
De integrand bestaat uit twee termen en we noem.en de integraal met de 
eerste term v1(r,8), zodat 






e-wrcht ch(t+ie)~ (w(1+ish(t+ie)))dt. 
v1(r,6) - v1(r,-6) 
en alleen de eerste term in het rechterlid van (9.104) levert voor 
8 ~ rr;2 de randfunctie op, de andere term verdwijnt in dat geval. 
We beschouwen daarom eerst (9.102) waarin 
zodat 
(9.104) 
Stel nu u 
(9.105) 
Hs) = iliL 
\) 




v-1 2rr w 
dan gaat 





f e-wrcht ch(t+ie) dt {1+ish(t+i6)}v 
( 9. 104) over in 
l"" 2 




f(u) = (1- 2u2 cos6 + 2usin6) {1 + 2u v;;:J cos6 - (1-2u2 )sin6}-v · ~ 
Aangezien niet verondersteld wordt dat v een geheel getal is kan de singu-
lariteit van f(u) dicht bij de oorsprong (voor u = u =-V(l-sin9 ) /2) niet 0 
afgesplitst worden. Deze singulariteit is van zodanige aard dat 
f(u) (u-u0 )2v-l analytisch is in een omgeving van u0 , zodat voor u in die 
omgeving 
00 
( 9. 106) ) ( ) 2v-1 f(u u-u0 = l a. (u-u )k k=O K o • 




(1 + sine)v-1 
4 
1 ' / 1 4 (2v-3) V - sine 2 
Wij krijgen nu een asymptotische ontwikkeling voor v1(r,6) als we de 
ontwikkeling voor f(u) uit (9.106) in (9.105) invullen en integratie en 
sommatie verwisselen, met als gevolg 
( ) r(v) -wr \ v1 r,6 ~ . v-l e l 
11i w k=O 
ioo 
~ I e2wru2 (u + ~ 1 - 2sin6)k+1-2vdu 
-ico 
.en na evaluatie van de integralen 
.r2 ( 1 +s in6 ) (9.108) V1(r,6) ~ y:;; r(v) (4r)v-l e-wr 2 




hierin is Dv(z) een parabolische cylinderfunctie. 
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Deze ontwikkeling voor v1(r,8) geldt alleen in de grenslaag aange-
zien de reeks zijn asymptotische eigenschappen daarbuiten verliest. Als 
na.melijk het argument van de parabolische cylinderfunctie groot wordt 
geldt voor vaste k 
Dk+l-2v ( v'2wr(1-sin8)) = 
(4wr)k/2 
1 
O((wr) 2 -vexp(-w~ (1-sine)). 
De termen in de reeks zijn in dit geval dus van gelijke orde, waardoor 
de reeks zijn betekenis verliest. Een voordeel is echter dat in (9.108) de 
7T 
eerste term voor 6 + 2 exact de randfunctie oplevert, namelijk voor 
e = .!. geldt 2 
1-v 
ao = 2 ' 
~ = 0 voor k = 1,2,3, ... , 
zodat 
De ontwikkeling buiten de grenslaag kan gevonden worden op de klassieke 
manier met de zadelpuntsmethode evenals de ontwikkeling voor de tweede 
term v1(r,-6) in (9.103). Deze ontwikkeling volgt niet uit het vorige 
door 8 te vervangen door -6 aangezien de coefficienten ~in (9.108) 
niet begrensd zijn voor - n/2 :._ e :._ O. De integrand van v1(r,-8) heeft 
geen polen dicht bij de oorsprong, zodat de zadelpuntsmethode kan worden 
toegepast. 
Het algemene geval 
Wij geven alleen de asymptotische oplossing in de grenslaag en be-
schouwen eerst weer representatie (9.102) voor V1(r,8) waarbij wij ver-
onderstellen dat 
00 
(9.109) v1(r,e) = I b 
n=O n 
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v (n) (r,e) 
1 
waarin de b via ~(y) gedefinieerd zijn, 
n 
00 
(9.110) $(y) = l b yn 
n=O n 
en 
V~n)(r,8) n! J e-wrcht ch(t+ie) dt 
= 2TT wn {1+ish(t+ie)}n+i 
-"' 
"'n?{i. TT ( 1+sin6) oo Dk_ 1_2n(Y2wr(1-sinej) (4r)n e-wr 2 l '\ k=O (4rw)k/2 
Substitutie van deze ontwikkeling voor v1(n) in (9.109) gee~ dan 
G -wr(1+sine) co oo Dk_1_2n(\12w"rt1-sine)) 
v,(r,8)"' v=- e 2 l b n' (4r)n l '\(n) k/2 
TT n=O n • k=O (4rw) 
en het verwisselen van de sommaties levert 
waarin 
v1(r,e) "' I 
k=O (4wr)k/2 
f2 _ ( 1+sine) 00 ~ "'v; e wr 2 I b n! '\(n) (4r)n Dk_1_2nN2wr(1-sin6)) 
n=O n 
Wij zullen de eerste coefficienten A0 en A1 bepalen, daarvoor hebben wij 
nodig a0(n) en a1(n) die in (9.107) zijn aangegeven met v-1 = n en voor 
de parabolische cylinderfunctie kiezen wij een geschikte integraalrepre-
sentatie, voor k = O 
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D _ 1_2n ( Y 2wr( 1-sine)) = 2
-n-1 
n! 'hwr( 1-sine). 
"' e-~wr(1-sine) f 
0 
e-wr(1-sine)t (_i._)n dt 
1+t v;:;t 
Hieruit volgt met gebruikmaking van (9.110) 
A = V?: 0 1T 
met v = ~ ( 1+sine). 
A0 is een grenslaagfunctie en levert voor x = O de randf'unctie voor het 
V-probleem: e-wy ~(y). Deze term lijkt veel op de eerste orde term die 
Eckhaus en de Jager [3] geven, daar is v = y = rsine. Het voordeel is 
de.n dat de grenslaagterm nul is voor e = 0 en deze voldoet daarmee aan 
de randvoorwaarde langs de X-as • 
Veel winst levert dit echter niet op aangezien deze term alleen voor 
e 1T • ~ 2 een rol speelt en niet voor e ~ O. 
Voor A1 vinden wij op overeenkomstige wijze 
"' . 
={I -wr V 1-sine f -wr( 1-sine )t A1 e e '1T V 1+sine' wr 0 
{vt A.' (vt ) (vt )2 1+t 'I' 1+t + 1+t ,i.r' (vt )}dt 'I' 1+t ' 
terwijl A2 , A3 , ••. kunnen worden bepaald indien a2 , a3 , ••• bekend zijn. 
Opmerking 9.8. Zoals eerder is opgemerkt is de ontwikkeling (9.108) 
niet geldig voor het gehele kwartvlak ma.ar slechts in de grenslaan. 
Nader onderzoek hee~ uitgewezen dat een analoge ontwikkeling als in 
(9.108) kan worden afgeleverd, die wel voor het gehele kwartvlak geldig 
is. Hiervoor wor.dt verwezen naar [8] . 
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